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大偏差原理 作为大数定律的延伸

作为大数定律的延伸

我们考虑一个抛硬币的系统：记 Xi
iid∼ Ber(1/2) 为 n 次抛硬币的结果，那么根

据强大数定律，我们知道

Sn

n
:=

∑n
i=1Xi

n

a.s.−→ 1

2
.

根据如上定律我们得知当 n 足够大时，我们可以用 n/2 来近似 Sn。
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大偏差原理 作为大数定律的延伸

作为大数定律的延伸

我们考虑一个抛硬币的系统：记 Xi
iid∼ Ber(1/2) 为 n 次抛硬币的结果，那么根

据强大数定律，我们知道

Sn

n
:=

∑n
i=1Xi

n

a.s.−→ 1

2
.

根据如上定律我们得知当 n 足够大时，我们可以用 n/2 来近似 Sn。

可若是我们希望量化其它更为稀少的事件发生的概率呢？比如对于某个
a > 1/2，我们计算

P (Sn = banc) = n!

banc!(n− banc)!
1

2n

≈ e−(?)n.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

大偏差原理 作为大数定律的延伸

作为大数定律的延伸

可若是我们希望量化其它更为稀少的事件发生的概率呢？比如对于某个
a > 1/2，我们计算

P (Sn = banc) = n!

banc!(n− banc)!
1

2n

≈ e−(?)n.

那么此时我们的问题就变成了

− 1

n
logP (Sn = banc) ≈ (?).
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大偏差原理 作为大数定律的延伸

作为大数定律的延伸

根据 Stirling 公式，我们知道

lim
n→∞

− 1

n
logP (Sn = banc) = I1/2(a),,

其中

Ip(a) = a log
(
s

p

)
+ (1− a) log

(
1− a
1− p

)
.

式子 , 就是这个系统对应的大偏差原理。而函数 I1/2 被称为这个系统的 rate
function，亦可称为熵函数。
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大偏差原理 一般的原理表述

一般的原理表述

现在我们来讨论一般的原理表述。假设 X 是一个 Hausdorff 空间，且记 BX 为
由其上拓扑生成的 Borel σ-代数。记 P(X ) 为 X 上所有的 Borel 概率测度。

定义

一个函数 f : X → [−∞,∞] 被称为下半连续若对所有 c ∈ R 都有

{f ≤ c} = {x ∈ X : f(x) ≤ c}

是闭子集。
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大偏差原理 一般的原理表述

一般的原理表述

定义

一个函数 f : X → [−∞,∞] 被称为下半连续若对所有 c ∈ R 都有

{f ≤ c} = {x ∈ X : f(x) ≤ c}

是闭子集。

定义

令 I : X → [0,∞] 为一个下半连续的函数，且 rn ↗∞ 是一串正实数。一列概
率测度 (µn)n ⊂ P(X ) 满足关于熵函数 I 与规范系数 rn 的大偏差原理若如下
不等式满足

lim sup
n→∞

1

rn
logµn(F ) ≤ − inf

x∈F
I(x), ∀闭子集F ⊂ X ,

lim inf
n→∞

1

rn
logµn(G) ≥ − inf

x∈G
I(x), ∀开子集G ⊂ X .
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大偏差原理 Sanov 定理

Sanov 定理

接下来我们讨论一个结构更复杂的空间的大偏差原理：Sanov 定理。假设

Xi
iid∼ µ 是实轴上 n 个随机变量，我们想要了解其经验分布 νn =

1

n

n∑
i=1

δXi
的

渐进性质，其中 δXi
是质量在 Xi 的 Dirac 测度。
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大偏差原理 Sanov 定理

Sanov 定理

接下来我们讨论一个结构更复杂的空间的大偏差原理：Sanov 定理。假设

Xi
iid∼ µ 是实轴上 n 个随机变量，我们想要了解其经验分布 νn =

1

n

n∑
i=1

δXi
的

渐进性质，其中 δXi
是质量在 Xi 的 Dirac 测度。

定理 (Sanov)
经验分布 νn 的分布 P (νn ∈ ·) ∈ P (P(R)) 满足如下大偏差原理：

lim sup
n→∞

1

n
logP (νn ∈ F ) ≤ − inf

x∈F
H(·|µ), ∀闭子集F ⊂ P(R),

lim inf
n→∞

1

n
logP (νn ∈ G) ≥ − inf

x∈G
H(·|µ), ∀开子集G ⊂ P(R).
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大偏差原理 Sanov 定理

Sanov 定理 [6]

定理 (Sanov)
经验分布 νn 的分布 P (νn ∈ ·) ∈ P (P(R)) 满足如下大偏差原理：

lim sup
n→∞

1

n
logP (νn ∈ F ) ≤ − inf

λ∈F
H(λ|µ), ∀闭子集F ⊂ P(R),

lim inf
n→∞

1

n
logP (νn ∈ G) ≥ − inf

λ∈G
H(λ|µ), ∀开子集G ⊂ P(R).

其中对于 µ, λ ∈ P(X )，

H(λ|µ) =

{∫
R ϕ logϕdµ, 若λ << µ，且ϕ = dλ

dµ ,

+∞, 其他情况。

这里的 H(·|·) 被称为相对熵。注意到 H(λ|µ) ≥ 0 且等号成立当且仅当 µ = λ。

黄忠淦 University of Utah 12 / 40



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

最优传输与梯度流

最优传输与梯度流
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最优传输与梯度流 梯度流简介

梯度流简介

给定一个黎曼流形 (M, g)，我们记上面的度量为

d(x, y)2 := inf
{∫ 1

0

gxt
(ẋt, ẋt)dt

∣∣∣∣∣x0 = x, x1 = y

}
.

由于 gx 是内积，根据 Riesz 表示定理，我们得到

Gx : TxM → TxM
∗,

使得 Gx(v)w = gx(v, w) 对于所有的 v, w ∈ TxM 成立。记

Kx = G−1
x : TxM

∗ → TxM.

注：我们可以将度量重新写为

d(x, y)2 := inf
{∫ 1

0

ξt (Kxt(ξt)) dt

∣∣∣∣∣x0 = x, x1 = y, ξt ∈ TxtM
∗,且ẋt = Kxt(ξt)

}
.
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最优传输与梯度流 梯度流简介

梯度流简介

由于 gx 是内积，根据 Riesz 表示定理，我们得到

Gx : TxM → TxM
∗,

使得 Gx(v)w = gx(v, w) 对于所有的 v, w ∈ TxM 成立。记
Kx = G−1

x : TxM
∗ → TxM。

设 f :M → R 是一个可微函数，z0 ∈M 是某一个初始位置，那么任给一个 M
中从 z0 出发的曲线 xt : [0, 1]→M，我们有

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(xt) = ∇f(z0) · ẋ0

= G−1
z0 ∇f(z0) ·Gz0 ẋ0

= gz0
(
G−1

z0 ∇f(z0), ẋ0
)

= gz0 (Kz0∇f(z0), ẋ0) .
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最优传输与梯度流 梯度流简介

梯度流简介

设 f :M → R 是一个可微函数，z0 ∈M 是某一个初始位置，那么任给一个 M
中从 z0 出发的曲线 xt : [0, 1]→M，我们有

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(xt) = ∇f(z0) · ẋ0

= G−1
z0 ∇f(z0) ·Gz0 ẋ0

= gz0
(
G−1

z0 ∇f(z0), ẋ0
)

= gz0 (Kz0∇f(z0), ẋ0) .

这时我们注意到若是想要 xt 最速下降，那么它应当满足如下常微分方程{
ẋt = −Kxt

∇f(xt), t > 0

x0 = z0.

这时方程的解 xt 便被称为函数 f 在流形 (M, g) 上的梯度流。
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最优传输与梯度流 最优传输简介

最优传输简介：Monge 问题

给定 Z ⊂ Rn，我们记 P(Z) 为 Z 上所有的概率测度。任给 X,Y ⊂ Rn 及
µ ∈ P(X), ν ∈ P(Y )，我们考虑传输映射

T (µ, ν) := {T : X → Y ; µ(T−1(U)) = ν(U) ∀U ⊂ Y }.

一个传输映射的花费记为

C(T ) :=

∫
X

c(x, T (x))dµ(x).

而 Monge 问题 (1781) 则问

min
T∈T (µ,ν)

C(T ).
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最优传输与梯度流 最优传输简介

最优传输简介：Kantorovitch 问题

我们现在讨论以上问题的简化版本。我们考虑传输规划 (πx(x, y) = x and
πy(x, y) = y) 使得

Π(µ, ν) := {γ ∈ P(X × Y ) ; γ(π−1
x (·)) = µ, γ(π−1

y (·)) = ν}.

传输规划的花费则记为

C(γ) :=

∫
X×Y

c(x, y)dγ(x, y).

Kantorovitch 问题 (1942) 则问

min
γ∈Π(µ,ν)

C(γ).

这个问题确实简化了 Monge 问题，因为任给传输映射 T ∈ T (µ, ν)，那么
γ := µ((Idx × T )−1(·)) ∈ Π(µ, ν) 且 C(γ) = C(T )。
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最优传输与梯度流 最优传输简介

最优传输简介：Wasserstein 度量

以上两个问题经过了多年的讨论，已经非常成熟。在这里我们不讨论它们的特
性，而是用这个问题来为概率空间赋予合适的度量。

定义

任给 µ, ν ∈ P(Rd)，我们定义

W2(µ, ν) :=

(
inf

γ∈Π(µ,ν)

∫
Rd×Rd

|x− y|2dγ(x, y)
)1/2

.

注：W2 是与底层空间中的度量高度契合的：事实上给定 x, y ∈ Rd，我们有

W2(δx, δy) = |x− y|.

这是这个度量与 L2 度量的一个本质区别！
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最优传输与梯度流 JKO 格式：热扩散作为熵的梯度流

非平衡态系统的运动

给定一个物理系统，我们知道当这个系统处于平衡态时，我们很容易观测到系
统的状态便是熵函数对应的最小值点：也即是随着观察次数增加，出现率减少
最慢的那个状态。
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最优传输与梯度流 JKO 格式：热扩散作为熵的梯度流

非平衡态系统的运动

给定一个物理系统，我们知道当这个系统处于平衡态时，我们很容易观测到系
统的状态便是熵函数对应的最小值点：也即是随着观察次数增加，出现率减少
最慢的那个状态。

若是有一个处在非平衡态的物理系统，我们希望知道它是如何演化到平衡态的
时候，我们怎么做呢？那便是考虑熵函数的梯度流。
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最优传输与梯度流 JKO 格式：热扩散作为熵的梯度流

非平衡态系统的运动

给定一个物理系统，我们知道当这个系统处于平衡态时，我们很容易观测到系
统的状态便是熵函数对应的最小值点：也即是随着观察次数增加，出现率减少
最慢的那个状态。

若是有一个处在非平衡态的物理系统，我们希望知道它是如何演化到平衡态的
时候，我们怎么做呢？那便是考虑熵函数的梯度流。

简单探讨一下其实不难发现 L2 并不能作为我们需要的度量，因为它在概率空
间上的行为很不自然。这时我们就自然认识到应当讨论熵函数在 Wasserstein
度量下的梯度流！
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最优传输与梯度流 JKO 格式：热扩散作为熵的梯度流

Jordan-Kinderlehrer-Otto 格式 [3]

由于 Wassertein 度量复杂的形式，我们希望有一个不那么依赖导数的方式来得
到熵函数的梯度流。我们首先回到黎曼流形上的梯度流：

ẋt = −Kxt∇f(xt).

将其与任意 w ∈ TxtM 作内积，我们得到

gxt
(ẋt, w) +∇f(xt) · w = 0,

经过计算上式左边等于

∇d
2(z0, xt)

2t
· w +∇f(xt) · w = 0.

当 t > 0 足够小且 f 足够光滑时，我们知道 y 7→ f(y) +
d2(z0, y)

2t
就是一个凸

函数，那么这时 xt 便是这个新函数唯一的极小值点。JKO 格式便是由这一思
想而来。
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最优传输与梯度流 JKO 格式：热扩散作为熵的梯度流

Jordan-Kinderlehrer-Otto 格式

任给 n > 0 以及初始概率测度 ρ0 ∈ P(Rd)，我们考虑格式

ρnm+1 = argminρ∈P(Rd)

{
H(ρ|L) + W 2

2 (ρ
n
m, ρ)

2/n

}
,

其中 L 为 Lebesgue 测度。记 ρnt = ρn⌊tn⌋, t > 0。

定理 (Jordan-Kinderlehrer-Otto)
给定 t > 0，我们有在弱的 L1 意义下，

ρnt
n→∞
⇀ ρt,

其中 ρt ∈ C∞((0,+∞)× Rd) 满足热方程{
∂tρt = ∆ρt

ρt
L1

→ ρ0, 随着t→ 0+.
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最优传输与梯度流 Benamou-Brenier 公式与 Otto 的形式黎曼结构

Benamou-Brenier 公式 [2]

我们应当如何理解 JKO 格式呢？有没有更简洁的解释？
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最优传输与梯度流 Benamou-Brenier 公式与 Otto 的形式黎曼结构

Benamou-Brenier 公式

我们应当如何理解 JKO 格式呢？有没有更简洁的解释？

事实上我们知道 (P(Rd),W2) 是一个测地空间：也即是说任给两个点都存在测
地线将它们相连。

定理 (Benamou-Brenier)

假设 ∇ψ : Rd × [0, 1]→ Rd 代表时空中的向量场，那么我们可以将 Wasserstein
度量写为

W2(f
0dx, f1dx)2 = min

{∫
[0,1]2

∫ 1

0

ft(x)|∇ψ(x, t)|2dtdx

}
,

限制条件为如下偏微分方程

∂tf +∇ · (f∇ψ) = 0, f0 = f0, f1 = f1.
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最优传输与梯度流 Benamou-Brenier 公式与 Otto 的形式黎曼结构

Benamou-Brenier 公式

定理 (Benamou-Brenier)

假设 V : Rd × [0, 1]→ Rd 代表时空中的向量场，那么我们可以将 Wasserstein
度量写为

W2(f
0dx, f1dx)2 = min

{∫
[0,1]2

∫ 1

0

ft(x)|∇ψ(x, t)|2dtdx

}
,/

限制条件为如下偏微分方程

∂tf +∇ · (f∇ψ) = 0, f0 = f0, f1 = f1.

进一步地，假设 Topt 是 f0dx 到 f1dx 的最优传输映射，那么 / 中最优向量场
正好为 ∇ψ(x, t) = Topt(x)− x。
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最优传输与梯度流 Benamou-Brenier 公式与 Otto 的形式黎曼结构

Otto 的形式黎曼流形 [4]

利用 Benamou-Brenier 公式，Otto 观察到了 (P(Rd),W2)（形式上的）黎曼流
形结构。

定义

对于测度 µ ∈ P(Rd)，我们定义这个点上的黎曼结构为

KOtto(µ) =: Kµ : ψ 7→ −∇ · (µ∇ψ) .

这个定义与之前的 Benamou-Brenier 公式是契合的。
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最优传输与梯度流 Benamou-Brenier 公式与 Otto 的形式黎曼结构

Otto 的形式黎曼流形

如果 Φ(µ = u(x)dx) =
∫
F (u)dx，那么我们可以算出它的梯度为

∇Φ(µ) := KµF
′(u) = −∇x · (u∇xF

′(u)) ,

而其对应的梯度流为

u̇ = −∇Φ = −∇x · (u∇xF
′(u)) .

若我们将熵函数 F (u) = u logu 代入，则有

u̇ = −∇Φ
= ∇x · (u∇xF

′(u))

= ∇x · (u∇x(1 + logu))

= ∇x ·
(
u
∇xu

u

)
= ∆u.
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最优传输与梯度流 梯度流理论作为一个统一的框架

梯度流理论作为一个统一的框架
不难发现 Otto 的形式黎曼流形结构极大地增加了整个理论的可能性，事实上，
梯度流理论可以切实地统一非常多的扩散系统，这里我列一部分的方程：

图: 可被囊括的方程 [5]
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浅谈非平衡态物理系统

浅谈非平衡态物理系统
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浅谈非平衡态物理系统

非平衡态物理系统的两个方面

我们可以从两个方面来研究非平衡态物理系统：一个是从多粒子系统

(动态)rate function 大偏差原理←→ 随机多粒子系统.

另一个是连续性的演化方程

梯度流结构←→连续性的演化方程.
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浅谈非平衡态物理系统

非平衡态物理系统的两个方面

事实上两个方面又明显有如下联系

(动态)rate function 大偏差原理←→ 随机多粒子系统xy? y连续性极限
梯度流结构 ←→ 连续性的演化方程
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浅谈非平衡态物理系统

非平衡态物理系统的两个方面

事实上两个方面又有如下联系

(动态)rate function 大偏差原理←→ 随机多粒子系统xy? y连续性极限
梯度流结构 ←→ 连续性的演化方程

“？”处的联系由 [1] 给出。
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浅谈非平衡态物理系统

多粒子布朗系统

我们从一个多粒子布朗运动系统来理解这个联系。

考虑 n 个互相独立的布朗运动粒子 Xn,i(t) ∈ Rd，它们的初始位置给定
Xn,i(0) = xn,i，每一个都满足均值 xn,i 及方差 2t（注意到这里我们使用的生成
子为 ∆ 而非常用的 (1/2)∆）。

与平衡态系统不同的是，我们希望了解经过一段很短的时间 h > 0，经验测度

ρn(h) :=
1

n

n∑
i=1

δXn,i(h)

的分布。
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浅谈非平衡态物理系统

多粒子布朗系统

与平衡态系统不同的是，我们希望了解经过一段很短的时间 h > 0，经验测度

ρn(h) :=
1

n

n∑
i=1

δXn,i(h)

的分布。

记初始测度为 ρ0 = limn→∞ ρn(0), 经过计算，事实上我们有如下大偏差原理

Prob(ρn(h) ≈ ρ1) ≈ exp[−nIh(ρ1)],

其中

Ih(ρ
1) ≈ 1

4h
W2(ρ

0, ρ1)2 +
1

2
H(ρ1|L)− 1

2
H(ρ0|L), 当h→ 0.
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浅谈非平衡态物理系统

JKO 格式的熵解释

注意到 Ih 约等于 JKO 格式的一半，那么事实上我们就为 JKO 格式给出了熵
解释：JKO 格式中经过时间 h > 0 后新泛函 H + (1/2h)W 2 的极小值点正好是
对应粒子系统中的熵最小值点！
这样便将非平衡态系统的随机多粒子系统解释和演化方程的解释从熵和梯度流
的角度联系起来。
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